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1 Einfihrungsbeispiel: Naherungskurven zu y=e*

In der Schule lernt man, dass viele Funktionen fiir x — « oder fiir x - —o eine lineare

Naherungsfunktion besitzen. Man spricht dann davon, dass ihr Schaubild eine waagrechte

Asymptote hat. Fir die Funktion f(x)=e* gilt zum Beispiel lim e* =0. Die x-Achse st
X—>—00

ist daher eine waagrechte Asymptote fiir die Kurve y = e* und zwar fir x — —w.

0 .

ist. / ,(

Die Antwort lautet schlicht: f(-10)~0. = el BoA

Daher muss man nicht mehr ausrechnen, was f(-10) = e’

Man kann auch Naherungskurven in der Umgebung eines Punktes z. B. P(O | 1) aufstellen.

Die einfachste Naherungs, kurve“ ist die Tangente in P. Sie hat die Gleichung y = x+1.

¥
4
Beweis: f(x)=e* = f'(x)=e*. s
Tangentensteigung: f'(0)= e¥ =1 2
Geradengleichung: y=mx+n mitn="1 /‘/

Ergebnis: y=x+1, bzw. gq(x)=x+1 T oA 0 1

Mit einer Tangente als Naherungskurve kann man eigentlich nicht zufrieden sein, denn sie nahert sich

wegen der fehlenden Kriimmung nur schlecht an die Exponentialkurve an.

Also versucht man es mit ganzrationalen Funktionen (Polynomen) héheren Grades.

Doch welche Bedingungen soll man verwenden, damit die Ndherung besser wird?

Die lineare Tangentenfunktion hat mit der Funktion f(x)=e* nur die Werte f(0)=1 und f'(0) =1

(Tangentensteigung) gemeinsam. Fur eine Naherungskurve 2. Grades verlangt man, dass auch die

Kriimmung Ubereinstimmt, also die zweite Ableitung f"(0)=1.

Wegen f"(x)=¢e* und f"(0)=1 ergibt dies folgende Rechnung:

Ansatz fur die Naherungsfunktion: g2 (x) = ayx? +ax +ag )
mit g2 '(x) = 2ax +ay
und 92" (x)=2a,.

Bedingung: g, (0)=1(0): ag=e® =1

9'(0)=f'(0): a;=e’=1

9,"(0)=f"(0): 2a,=e"=1 = a,=1

Ergebnis: X)=2x2 4 x+1
\ g 92( )

2 /
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Fir eine Naherungskurve 3. Grades verlangt man, dass die Naherungsfunktion gs; mit f bis zur
3. Ableitung an der Stelle 0 Ubereinstimmt. Da alle Ableitungen von f den Term e* besitzen, also

f(n) (x) =e*, ergibt dies folgende Rechnung:

/Ansatz fir die Naherungsfunktion: g (x) = agx® +ax? +ax + ao\

mit 93'(x) = 3agx? +2a,X +ay
und g3"(x) =6azx+2a,.
sowie g3 "(x) =6a3
Bedingungen: g3(0)=1(0): ag=e® =1

95'(0)=f'(0): a;=e’=

9;"(0)=f"(0): 2a,=€e"=1 = ay =3

g3"(0)=f"(0): 6az=1 = az=%

KErgebnis: g3 (x) :%x3 +%X2 +x+1 Y,
Wichtig ist nun folgendes: Wie entsteht der Bruch % als Koeffizient von x*?

Verfolgt man die Rechnung genauer, dann erkennt man, dass 6az =1 = aj =% die Ursache ist.

Und dieser Term 6a; entsteht durch drei Ableitungen.

Aus a3x3 1. Ableitung . as X2 2. Ableitung ~-a3x 3. Ableitung .__83 :@'aS

Wir nehmen diese Uberlegung nach der nachsten Naherungsfunktion nochmals auf.
Fir eine Naherungskurve 4. Grades verlangen wir, dass die Naherungsfunktion g, mit f bis zur

4. Ableitung an der Stelle 0 Ubereinstimmt.

/Ansatz fir die Naherungsfunktion: g4 (x) = agx* +a3x® +a,x% +a;x+ag N
mit g4'(x):-a4x3 +[3]-agx? +[2]-ax +ay
und 94"(X)=~-a4x2+--a3x+2a2.
sowie "(x)=[4][3]-[2]-a4x +[3] [2] 2
und g4<4><x)=~~-a4

Bedingungen: 94 (0)=f(0): ag = e? =1
f

" __ £ . _ l 25
94"(0)=f"(0): 2a,=e"=1 = ay=- o
m — m 1 _ 1
94"(0)=f"(0) 3-2-a3=1 = az=35=¢ 2
4 4 . 1 1 1,75
o (0)=f(0): 4.3.2.a,=1 = a;=,1>=-1
Ergebnis: 9 (x) =5 x* + 1x% + 1x® - x +1 y sz
Die Abbildung zeigt die sehr gute Annadhrung des Graphen von g4 o ;»,s
an die Exponentialkurve (f) in einer Umgebung von P(01). J 025
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In der Berechnung von g, habe ich gezeigt, wie die Bruch-Koeffizienten entstehen. Man konnte
daher g4 auch so schreiben:

1 A4, 1.3, 1,2
94 (X) = 3357 X" +357C + 27X +3x+1

. RTIR _ 14 .13, 1,2 1 1
Oder mit etwas ,Weitblick": 94 (X) = 27X 37X + X+ X+
bzw. umgeordnet: 94 (X)) =1+ x+1x2 +- 153 + Tyt

: : 4 21 3l 41

Im Nenner stehen Fakultaten: 4!=4.3.2.1, 3!=3.2-1, 2!1=2.1, 11=1 und 0!=1.

Diese 0! wird stillschweigend eingefligt, weil sie die Formel abrundet.

Unter der Annahme, dass sich dies fortsetzt, misste gelten:

1,5, 1,4 ,1,3, 1,2 1 1
g5(x) = X+ X F X Ao XS X+ o

0!

1x X"y +1x2+1

On (X) +(n 1)! 21 ETRAT]

OI

Es ist allgemein Ublich, die Reihenfolge der Potenzen der Grofie nach anzuordnen:

N 11 1 2 1 n-1. 1.n
Allgemein gilt: gn(x)—a+ix+§x +...+Wx X (1)
Oder mit der Schreibweise des Summenzeichens: g, (x =Z% K
k=0

Dabei gilt fur die Koeffizienten: a, :%

Die rechte Seite der Formel (1) nennt man das MacLaurin-Polynom n-ter Ordnung von f(x) = e*.

Oder auch das Taylor-Polynom n-ten Grades.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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2 Grundwissen uber Zahlenfolgen und Reihen / Potenzreihen

1. Beispiel:

12 64, -12_3 4,123 , 123

12
Die Folge a, =— beginntso: a;= = , a ,aAp=—=—,....
rolge an on 9 175 277 378 T M T 6T

Es handelt sich hier um eine geometrische Folge, weil der Quotient aufeinander folgender

. . A a
Glieder konstant ist, namlich q = é‘” = %
n

Die Folge der Partialsummen von a, nennt man eine (geometrische) Reihe:

8123126,
Sy =ay+a, =6+3=9,
s3:a1+a2+a3:9+%=%,
s4:a1+...+a4=271+%=%,---
_ n 012
allgemein: sn:a1+a1+...+an:kz1ak bzw. sn:kz12—k

Fir geometrische Reihen gibt es eine Summenformel:

(2" (1"
eI S
2 2

Eine geometrische Reihe mit |q| <1 konvergiert, d.h. die Folge der Partialsummen hat einen

. a
Grenzwert, fir den gilt: |s= lim s, = i , hier: s= i =12.

n—o 1—q 1-

\CJEN

s nennt man eine konvergente unendliche Reihe und schreibt:
— 3.3 -
s—6+3+2+4+...—24
2. Beispiel:

Aus der Folge b, = (%)n -x", wobei x eine feste reelle Zahl sein soll, bilde ich analog zu oben

eine Partialsumme (Reihe), jetzt beginnend mit n = 0:

Sg = bo d. h. So =1
sy =bg +by d.-h  s=1+1
s, =bg + by +b, d. h. 32:1+%x+%x2
2 3
S, =bg +by+bs +...+b, sn:1+%x+%x +%x +...+Zinxn
_ 0 1 2 n . _ 1
In der Form Sp =8 X +a1-X +a8-X"+.85 x| mit a =—-
2
heil3t diese Reihe eine Potenzreihe. Auch sie ist (fur festes x) eine geometrische Reihe, denn
(1)”“ n+1
o b (2 I . .
esgit g= = =5x st konstant. Also gilt die Summenformel:
bn (1)" X"
2
n
1-(1x 1- Lx"
s =1 (21 & sy=2 2
1—§X 2_X

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Diese Reihe konvergiert firr [g <1 < ‘%‘ <1 o |x<2 & -2<x<2

und hat den Grenzwert s = lim s, = L = 1 = 2
n— 1-q 1—% 2—-X
Fir eine graphische Interpretation nenne ich diese Grenzwert-Funktion f(x) = > 2
-X

und bezeichne die einzelnen Folgenglieder s, der Reihe als Naherungsfunktionen g,(x).

p
Die Abbildung zeigt das Schaubild der Funktion f(x) = 5 2 ,
-X
der N&herungsfunktion 2. Grades: gy (x)=1+3x +%x2
der Naherungsfunktion 4. Grades: g4 (x) =1+2x +%x2 +%x3 +%x4
und der Naherungsfunktion 6. Grades:
g6(x):1+%x+%x2+%x3+%x4+%x5+éx6 . SEEEEED

Man beobachtet, dass sie alle an der Stelle x = 0 Gibereinstimmen,

und dass sie sich in der Umgebung dieser Stelle gut an den Graphen von f anschmiegen.

Der Grenzwert s existiert fiir [q| <1, d.h. fiir jede Zahl x mit \g\ <1 o |M<2 & -2<x<2

Das bedeutet, dass die Naherungsfunktionen g, fir -1< x <2, fiir n — « konvergieren.

Beispielsweise gilt fur x = 1: 92 (1) = 1+%+%

g3(1):1+%+%+%

Und diese Zahlenfolge konvergiert gegen (1) = % =2.
3. Verallgemeinerung:

Allgemein sieht das so aus:

n
Sy =8 +ax+agx? +..+apx" = > ax¥
k=0

Das ist die Folge der Partialsummen der Folge b, =a,x" .

Wenn die Reihe konvergiert, dann ist der Grenzwert die unendliche Reihe
o0
Sy =ag +ax+axZ +..= > axk.
k=0

Eine Potenzreihe ist also eine unendliche Reihe, die im Konvergenzfall eine Funktion f
darstellt. Bricht man diese Potenzreihe nach einem Grad n ab, liegt eine Naherungsfunktion
von f vor.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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4. Beispiel

Auf Seite 7/8 wurden Naherungsfunktionen fiir f(x) = e* entwickelt:

2 3 4
z.B. g4(x)=1+x+%x +%x +%x

Als unendliche Reihe sieht dies so aus:

g(x):1+x+%x2 +éx3 +...| bzw. g(x):kg0

Weil diese Reihe fir alle x e R konvergiert, gilt

X _ 1,2, 1,3
e —1+x+2!x +a X+

Wenn man aber an einer bestimmten Stelle abbricht, weil die Genauigkeit der Naherung
ausreicht, dann schreibt man:

X 1.2, 1,3 1
e =1+ X+ 55X Xt et

Xn
Den fehlenden Rest fasst man gerne in einem so genannten Restglied R,(x) zusammen:
142, 1,3 1
also eX=1+x+§x + 37X +...+mx”+Rn(x)
Dieses Restglied kann man durch schwierige Untersuchungen abschatzen und so ermitteln, wie

genau der Naherungswert der Reihe ist. Auch das wird erst spater gezeigt.
5. Beispiel
Potenzreihen kann man auch in dieser Form darstellen:
—1
P (X) =ag +ay(X —Xq) +ax(X—Xg )2 +... +@n_1 (X=X )" +ap (x—xo )"

n
bzw. Pn(X) = Zak(x—xo)k
k=0

Man nennt dies eine Entwicklung um die Stelle x = x,. Eine solche Potenzreihe ist auch eine
Folge von Partialsummen. Wenn sie fir n — o« konvergiert, schreibt man den Grenzwert (also
die Grenzwertfunktion) als unendliche Reihe auf:
n 0
P(x)=lim Y a (x—xo) = > a(x—xq )
N=%k=0 k=0

Die Frage, flr welche x eine Potenzreihe konvergiert, kann man damit beantworten:

(Wenn ab einem bestimmten Index alle a, ungleich 0 sind und der folgende Limes )

existiert, dann ist

an
an+1

r=lim
n—oo

(Quotientenkriterium)

der Konvergenzradius des Intervalls, in dem die Reihe konvergiert.

Das Konvergenzintervall ist dann

[X=Xo| < bzw. —r<x—=Xo<r | +Xo also xy—r<x<xg+r,also | X, —r;Xg+r|

Potenzreihen werden ausfuhrlich besprochen im Text 51120 (ab 2018)
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3 MacLaurinsche Reihen

Man kann zu einer Funktion f ganzrationale Naherungsfunktionen (Polynome) g, aufstellen, welche
mit fortschreitendem Grad eine immer bessere Naherung der gegebenen Funktion f darstellen.

Dies wurde als Einstiegsbeispiel im Abschnitt 1.1 bereits gezeigt. Das wollen wir hier ganz allgemein
durchfiihren. Fir dann entstehende MacLaurin-Reihen wahlt man stets die Entwicklungsstelle x = 0.

Das heifdt, dass dort f und alle Naherungspolynome g, Ubereinstimmen sollen.

Gegeben ist eine Funktion f, von der man voraussetzt, dass sie beliebig oft differenzierbar ist,
Das Ziel ist eine Darstellung von f als Potenzreihe, d. h. in der Form

9(x)=a, +ax+ax® +agx> +azx* +....  mit den Ableitungen

2

g'(x)=ay +2a,X +3a3x% +4a,x> + ..
g"(x)=2-1-ay+3-2-a3x+4-3-a4 - X" +...

g"(x)=3:2-1-a3+4:3:2-1-a4 - X +....
31 41

Bedingung: f und g sollen an der Stelle x = 0 im Funktionswert und in allen

Ableitungswerten Ubereinstimmen.

Daraus folgt: g(0)=f(0) d.h. [a, =f(0)
g'(0)='(0) d.h. |a,=1(0)
g"(0)=f"(0) d.h. [2.1.a,=f"(0)
g"(0) =f"(0) d.h. |3-2-1-a5 =f"(0)
uSw.
Daraus erhalt man: [ao =f(0), a;=f'(0), ay=-f"(0), az=4-f"(0) usw. J
Ergebnis: f(x)= f(O)+L?)~x+ flg?) X% + f";!O)x3 4 f“;(!o)xd' +o

O (k) (k)
bzw. f(x)= ax* = Zf Ok mit ay _O
k=0 k=0 k!

Dies ist also die allgemeine MacLaurinsche Reihe

Wenn diese Reihe konvergiert, dann ist g(x) identisch mit f(x), sodass man links f(x) schreibt.

Ausblick:  Eine Taylorreihe entsteht, indem man die Funktion um eine beliebige Stelle x = x
entwickelt. Ihre allgemeine Form sieht so aus:

f™(x
n!

f(x)=f(x0)+@.(x—xo)+f'(le")(x—xo)z+fm:(;!(°)(x—xo)3 4E ook g

(x=x0)" +...

(Siehe Abschnitte 5 und 6).

Bricht man eine Taylorreihe nach dem Summanden n-ten Grades ab,
spricht man von einem Taylor-Polynom n. Grades.

Ich werde dieses als g, (x) bezeichnen

Die MacLaurinsche Reihe ist also eine spezielle Taylorreihe und wird daher oft
auch als Taylorreihe bezeichnet.

Taylor lebte von 1685 bis 1731. Der entwickelte 1715 seinen beriihmten Satz von Taylor.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



51230 Taylorreihen 13
MacLaurin-Reihen - Beispielsammlung
31 f(x)=¢* In1.1wurde ermittelt:  |€X =1+ x+4x% +1x3+Lx*+ | bzw.|eX = i T
- - . . - 2' 3| 4 R . - k_o k!
X _ 1,2, 1,3, 1 4
bzw. €% =1+ X+ X"+ X"+, X" +..
1
- n+1)!
Konvergenzradius r=lim = lim |2 = i u‘z lim (n+1)=
n—w|8n41| Noo| | n-ow| Nl n—o
(n+1)!
Diese Taylorreihe konvergiert also fiir alle x e R.
3.2 f(x)=e
Ableitungen: f'(x)=-e%, f'(x)=e, £(2n) (x)=e7%, f(2n+1) (x)=-e7%
Folgerung: f'(0)=-€% =—1, f"(0)=1 fe0)y=1, 2" (0)=-1
Aus e X = f(0)+$-x+ fvg?) x? + fl;(!o) x3 + fM;(!O)xA' +..
ird dah e X =1-x+1x2 13+ x4 | b e_x_i (_1)n.xk
wird daher = > 5 4 .| bzw. "L
Diese Taylorreihe konvergiert fir alle x e R
3.3 f(x)=10x-e™*
Ableitungen: f'(x)=10-e™ -10x-e™* =10e™ - (1-x) = -10e ™ (x 1)

)
£"(x) =107 (x~1)-10e ™ -1=10e7% - (x - 2)
f(x) = —10e7* (x ~2) +10e ™ -1=-10e % (x - 3)
f*)(x) =106 ™ (x ~3)-10e ™ - 1=10e ™ (x - 4)
() (x)=- X(x 5), (6) =10e X (x-6), ...
Man kann mit vollstandiger Induktion beweisen: f(”)(x) =(-1)"-10e7* (x-n)
Solche Beispiele werden im Text 45012 gezeigt, z.B. auf Seite 8.

Folgerung: f(0)=0, f'(0)=10,.f"(0)=-20, f"(0)=30, f*(0)=-40, f®*(0)=50,...

_ £1(0 f'(0) o f"(0 0
Aus 10x-e™* =f(0)+ g,) X+ 2(,)x + ?f,)x + 4(!) ...
; x 544,55 16
wird daher 10x-e7* =10x —10x? + 5x° X FSX X+t
Die Abbildung zeigt das Schaubild von f / I
und die der Taylorpolynome
2. bis 7. Grades: 61
g (x) =10x —10x? 5
g3 (x) =10x—10x% +5x> usw. *
3
Konvergenzradius: 5
Es ist an =(_1)n+1 'gz(_,l)nJr'l ( 101)| 1+
n! n—1)! S [ S ' CE ' B B
025 05 075 1, 1,25 1,5\1,75 2 25 2,5 2,75
;N \J N il e ol )

lan |
r= nlinoo|an+1| - nlinoo 1rTO n—o (n —1)' n—oo

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



51230 Taylorreihen 14

3.4 f(x)=sinx

Ableitungen: f'(x)=cosx, f"(x)=-sinx, f"(x)=-cosx, f(4)(x)=sinx,...
Folgerung: f'(0)=cos0=1, f"(0)=0 f(0)=-1, f*(0)=0,
Aus sinx = f(0)+$-x+ f'g?) X2 + f";!o) X3 4 f“’;(!O)X4 +....wird daher

3 5 7 ® k
xox L X X 13,15 1.7 xS _CD° ok
sinx = x 3!+5! 7!+ =X EXT e X7 — g X | bzw. smx—k;) 2k ) X

Diese Taylorreihe konvergiert fiir alle x e R, denn sie hat diesen Konvergenzradius:

"
! 2n+3)!
— tim | 2| i [0y (20O (2n+3)(2n+2) =0
n—>oo|an+1 n—o (_'])“Jf1 n—o (2n +1)! n—o
(2n+3)!

Die Abbildung zeigt die Anndherung der Schaubilder (~ Ty N

der Funktionen gs, gs, g7 und ge an die Sinuskurve gl =X .
2._ {

in einer Umgebung von x = 0. s

X x® x X

mit gg(X)=X——+E—W+a /—E

AuRerdem: Fur sehr kleine x gilt: sinx ~ x . 24

3.5 f(x)=cosx

Ableitungen: f'(x)=-sinx, f"(x)=-cosx, f"(x)=sinx, f(4)(x) =COSX, ...
Folgerung: f'(0)=0, £"(0) = -1 fr(0)=0,  f*(0)=1,..
Aus COSX = f(0)+$-x+ fg?) X2 + f";!o) x3 ¢ f(A;(!O)x4 +....wird daher
2 4 B w n
X Xt X 42 1.4 1.6 _ =1 2
cosx =1 2!+4! 6!+ ==X X e X £ bzw. cosx—kg0 2! X
Folgerung: Fur sehr kleine x gilt: COSX =~ 1—%x2 .

Diese Taylorreihe konvergiert fiir alle x € R, denn sie hat diesen Konvergenzradius:
(=1)"
(2n)!

(_1)n+1

(2n+2)!

22 (2n 4 2)(2n 1) e

oo (2n)! N—»o0

NG I .
n—>ao|an+1 n—ow

Die Abbildung zeigt die
Kosinuskurve mit ihrer

Taylor-Naherungskurve

14. Grades. _Y=9;4(><) _

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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3.6

3.7

f(x) = arcsin(x) Andere Losung siehe 4.5.
Die Ableitung von fist f'(x) = ! ~- (1 _x? )’1/2 (Siehe Text 47301 Seite 6)
1-X
£(x) = —%(1—x2 ) (-2x)=——
1-x2
() = (1—x2)% —%(1—x2)% -(-2x) - x i (1—x2)% -[(1—x2)+3x2} i %2 11
(1-2) (1-2) (1)
. ax- (1) 5 (122 () (22 41) (10) 7 [ax-(1-x2) + 5x(2% 1)
X)= =
o o
_ 4x —4x3 +10x3 + 5x _ 6x° +9x
- (1 2 )7/2 - (1 2 )7/2
O (18x2 +9)(1—x2)7/2 —%(1—x2)5/2 -(—2x)-(6x3 +9x) . W [(18x2 +9)(1—x2)+7x-(6x3 +9X)J
(1) (1-22) 2
Zunachst ist ja arcsinx = f(0)+$~x + fg?)xz + fm3(!0)x3 + f(igo) 44 f(SS)EO)x‘E’ +...

Mit f(0)=arcsin(0)=0, f'(0)=1, f"(0)=0, f"(0)=1, f*(0)=0 und f®)(0)=9

: v 13, 9 5 v 13, 3.5
folgt: arcsinx = X+ £x° + 5 X7 +.... arcsinx = X+ £x° + 25X +....
f(x) = arccos(x) (Siehe Text 47301 Seite 10)  Andere Losung siehe 4.6
-1/2
Die Ableitung von f ist f'(x) = ——— —=—(1-%%)
1-x

Man erkennt, dass diese und die folgenden Ableitungen sich nur im Vorzeichen von denen

der Funktion arcsin unterscheiden.

Daher gilt:

_ £ . 0.2 0 3 f0) 4
arccosx—f(0)+T-x+ ST X X A X A X

Mit f(0)=arcsin(0)=%, f'(0)=-1, f"(0)=0, f"(0)=-1, f*)(0)=0 und *(0)=-9:

_n_y_1,3_3,5
arccos(x)_2 X—gX® =X+

Friedrich Buckel
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51230 Taylorreihen 16
3.8 Weil die Funktion f(x)=Inx die Zahl 0 nicht im Definitionsbereich D =R" hat,
verwendet man fiir die Reihenentwicklung an der Stelle x = 0 oft die Funktion
f(x)=In(x+1). f(0)=In1=0
H . l _ 1 _ *1 ] _
Ableitungen: f'(x)=x5=(x+1)", f'(0) =1
" 72 1 (1]
f'(x)==(x+1) " =- f"(0)=-1
( ) ( ) (X+1)2 ( )
f(x)=2(x+1)"° = -2 f"(0)=2!
(x+1)°
4) -4 3! (4)
fH(x)=-32-(x+0)*=-3 | ¥ (0)=-3
( ) ( ) (X+1)4 ( )
) (x)=4.3.2.(x+1) > = —4L_ %) (0) = 41
( ) ( ) (X+1)5 ( )
Aus In(x+1)= f(0)+@ x4 2(?) x2 41 35!0))(3 + f“‘;(!o)x"' +.... wird daher
In(x+1):0+%~x+£—?x2 +%x3 +‘4—3!!x4 +%x5 +...
X< x7 X7 X k X
also: INn(Xx+1)=Xx——+——-—+——+...| bzw. |In(x+1)= -1)" -
( ) 2 3 4 5 ( ) |<§)( ) k+1
Diese Taylorreihe konvergiert fiir alle x ] -1;1 [ denn flr den Konvergenzradius erhalt man
U | L2
r= lim |-2n |im| CV 5t |y 42y M0y
N—o0|8p.41 n—>oo‘(_1)”+1 1| noon+1 nowtt]
n+2
Es lohnt sich, einige der Naherungskurven anzusehen:
Neben y =In(x+1) sind dargestellt: e
y=91(x)=x 1
2
Y =(x) = x~x
y:g5(x):x—%x2+%x3—%x4+%x5 . 8
‘4
y:g6(x)=x—%x2+%x3 —%x4+%x5—%x6 ’,” 1
\_~Z ¢ J
und hier: /
142 1,3 _ 1,4 1,9
yzgg(x)zx—gx +3 X7 =X+t gX 1 et
2 3 4 10 <l
y=g10(x):x—%x +%x —%x +—....—%x ) L = X
o ag -1 05 o050 1\ 15
Man kann damit Naherungsberechnungen machen: 7
/,’
In(1. D o -11
) e Texa:t 90.0:333101798 \_ o )
Define g10(x)=x Xz +X3 Xx +X5 XB +X7 X8 +X9 Xl[]
done
: 2 x8 5t x5 56 4T 48 gs (0,1) ~In11 und gy (01) ~In11
Define g8 (x)=x="5+ 3=+~ +7 5 Man erkennt, dass diese Polynome sehr langsam konvergieren.
done| Um eine Ubereinstimmung in der 3. Dezimalen zu bekommen,
88(0.1) muss die Reihe wesentlich langer sein.
Naherungswert  _pga33z51797| Die Konvergenz wird immer langsamer, je weiter x von der
210(0.1) Entwicklungsstelle 0 entfernt ist.
Naherungswert o 913351798
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